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九年前，当我还坐在学校的物理数学课的课堂里时，我的老师为我们讲授了一种
新方法，给我留下了深刻印象。

我认为，毫不夸张地说，这是对数学理论发现最广泛的应用。应用的领域包括：
量子物理、射电天文学、MP3和JPEG压缩、X-射线晶体学、语音识别、PET或
MRI扫描。这种数学方法叫做傅里叶变换，这种方法因18世纪的法国物理学家、
数学家约瑟夫·傅立叶（Joseph Fourier）而得名。这种方法甚至被詹姆斯·沃森和
弗朗西斯·克里克用来解码由罗莎琳德·富兰克林通过X射线得到的DNA双螺旋结
构。（克里克是傅里叶变换的专家，他写过一篇名为《傅里叶变换在观鸟者中的
应用》的趣文，来向名为沃森的观鸟爱好者解释这一数学概念。）
无论你在听MP3格式的歌曲，还是在网页上浏览图片，或者向SIRI提问，甚至打
开收音机时，你都可能在日常生活中应用了演化的傅里叶变换。（顺便说一下，
傅里叶并不是一个敷衍取巧的人。在他研究的理论物理和数学之外，他还是第一
个发现温室效应的人<PDF>）。

那么，什么是傅里叶理论呢，为什么他的这个理论如此有用？想想你在钢琴键盘
上敲响一个音符。当你按下琴键的时候，钢琴中有一个小锤来来回回地敲击一根
琴弦（对于音准do大约是440次每秒）。随着琴弦振动，它周围的空气分子也来
回震动，从而创造了一波震动的空气分子，我们称之为声。如果你能看空气中进
行的这种有规律的舞蹈，你会发现一系列平稳，起伏的，无休止的重复。这就是
所谓的正弦波曲线，或正弦波。（特别说明：在钢琴的例子中，肯能会产生不止
一条正弦波实际演奏中，钢琴音色的丰富性正是来源于在主要正弦波之外的那些
轻柔的泛音。钢琴的音符可以大致模仿一条正弦波，但是对于单一的正弦波声音
来说，音叉发出的声音是一个更加贴切的例子。）
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现在，让我们暂时放下单独一个音符，而考虑由三个按键同时发出的和弦声。和
弦结果的声波并不漂亮——它看起来杂乱无章。但是，在这混乱的背后有一个简
单的模型。毕竟，和弦只是三个音符的相互融合与碰撞，因此这样混乱的声波，
实际上只是三种音符（正弦曲线）的和而已。
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傅里叶认为这不仅仅音乐和弦的特殊属性，而可以推广应用到一切重复的波形
中，无论这个波形是方形，圆形，波浪，三角形伙食其他。傅里叶变换像是一种
数学棱镜——你输入一个波形并且将这种波形分解为不同成分——这些音符（正
弦曲线）会相互叠加而形成新的重建波形。

如果这听起来有一些抽象的话，有一些可视化的方式来使得傅里叶的方法更加直
观。第一种方法是有卢卡斯（Lucas V. Barbosa）提出的。他是一名来自巴西的
物理学学生，他将业余时间无偿用于为维基百科制作关于数学和科学的动画，在
维基百科上他被称为“LucasVB”。

那么，现在让我们来看看输入一个方形波，经过傅里叶变换后，会输出怎样的波
形。
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在这些图形中（点击这里可查看 GIF 动态图），红色的方形波被分离为单纯波形
的集合（蓝色的正弦曲线）。将这些蓝色波形认为是红色波形的数学成分列表。
在这个比喻中，傅里叶变换就像是一种药方——他准确地告诉你要重建原始波
形，每一种简单波形你要使用多少。动画中的垂直蓝色线，是每种波形数量的直
观表示。

思考这个问题，还有一种由马修·亨德森（ Matthew Henderson or Matthen）提
供的方法。他是剑桥大学的博士生，并且对于创建数学动画模型非常有兴趣。他
用圆形而不是正弦曲线来解释傅里叶变换。这种方法包含了一组不同大小的源，
每个圆的圆心都在一个更大的圆的边缘上。然后，这些圆开始转动，大圆在小圆
的周围摆动，小圆的运动速度大于大圆。如果你追踪最小圆上一个点的运动轨
迹，如下面的动画和截图所示，你可以重建任意形状的波形。傅里叶变换再一次
告诉你波形是怎样产生的：以怎样的速度去移动哪些圆。

如果你年纪够大以至于你用过呼吸量描记仪，那么通过层叠的齿轮来描述复杂模
型的想法你可能很熟悉。LucasVB在同一个动画上制作了互动的版本，使得你可
以随意改变圆圈的大小。

总的来说，傅里叶变换告诉你，在一个整体的波形中，每一个单独的“音符”（正
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弦曲线或是圆圈）的比例。这就是傅里叶变换如此有用的原因。想象一下，你正
在和你的朋友通电话，同时你想让他们能够画出近似方形的波形。复杂的方式是
读出一长串的数字，每个数字表示了相应时间点上波形的高度。有了这些数字，
你的朋友可以耐心地绘制出原始波形。这就是原始的音频格式比如WAV的基本原
理。但是，如果你的朋友知道傅里叶变换，那么你可以更加聪明地完成这个工
作：你只要告诉他们少量数字——上图中提到的不同的圆的尺寸。他们可以用这
些圆来重建原始波形。

这不仅仅是数学花招。傅里叶变换出现在几乎所有存在波形的地方。无处不在的
MP3格式使用一种变形的傅里叶变换来达到相比之前的WAV（读作“wave”）更大
的压缩率。对于每个音频片段，傅里叶变换将音频波形分解为它的成分音符并且
保存下来，从而代替存储原始波形。傅里叶变换还可以告诉你在一首歌中每个音
符所占的比例，你可以知道哪些音符是这首歌的基本元素。音调很高的音符并不
重要（我们的耳朵几乎不能听见），因此，MP3格式放弃保存这些音符，从而取
得了更高的数据压缩率。这正是高保真音响爱好者不喜欢MP3格式的原因——它
不是一种无损的音频格式，高保真爱好者表示他们可以听出其中的差别。

这也是智能手机的应用程序Shazam怎样识别一首歌的原理。它将音乐分割成
块，利用傅里叶变换算出每一块中的音符成分。然后它搜索数据库，来寻找这样
的“音符指纹”与他们已有文件中的一首歌相匹配。语音识别同样使用“傅里叶——

指纹”的思想，将你的声音与已知单词列表进行比较。

你也可以在图像上利用傅里叶变换。有一个极好的视频来说明你怎么利用圆圈来
绘制辛普森的脸。在线百科全书Wolfram Alpha采用了相似的理念来绘制名人头
像。听起来，这似乎可以存下来用于一个恶搞的鸡尾酒会，但是，这种方法也用
于将图像压缩为JPEG文件。在以前的微软绘图中，图像是用位图（BMP）存放
的，这种文件包含了一长串的数字，代表对每个像素点的颜色编码。JPEG格式
就相当于图像格式中的MP3格式。建立一个JPEG文件，你首先将图片分割为很
小的块，每块都是8像素*8像素。对于每个像素块，你可以用与重建辛普森的脸
相同的画圆的办法来重建局部图像。正如MP3放弃保存高音一样，JPEG不保存
极小的圆。这样做的结果是：牺牲了小部分的画面质量，来取得文件大小的巨大
压缩。这样的理念，使得我们都喜欢的可视化网络世界成为可能（同时最终让我
们得到了GIF格式）。
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在科学研究中，傅里叶变换又有怎样的应用呢？我在推特上邀请科学家们来描述
他们在工作中是怎样应用傅里叶的思想的。他们的回复使我惊讶。做出回复的科
学家表示，他们正在利用傅里叶变换：研究不同的潜水器结构与水流的相互作
用，试图预测即将到来的地震，识别距离遥远的星系的组成部分，寻找热量大爆
炸残余物中的新物理成分，从x射线衍射模式揭示蛋白质的结构，为NASA分析数
字信号，研究乐器的声学原理，改进水循环的模型，寻找脉冲星（自转的中子
星），用核磁共振研究分子结构。傅里叶变换已经被用于通过破译油画中的化学
物质，来识别假冒的杰克逊·波洛克绘画。

哇！这仅仅是一个相当传统的小数学技巧！

算法爱好者 https://mp.weixin.qq.com/s/yGoSwWx9RLAuvKVMVOSmvg

第6页 共7页 2018/12/6 下午10:06



算法爱好者 https://mp.weixin.qq.com/s/yGoSwWx9RLAuvKVMVOSmvg

第7页 共7页 2018/12/6 下午10:06


