
Volterra 级数介绍

Volterra 级数是一种描述非线性动态系统（带记忆的非线性系统）输入-输出关系的泛函级数。
如果把泰勒级数看作“无记忆非线性”的展开，Volterra 级数就是带记忆的泰勒级数，能够刻画
系统不仅依赖于当前输入，还依赖于过去的输入。

1. 核心思想

对于无记忆非线性系统：

y(t) = f(x(t))  可展开为泰勒级数
y = a₀ + a₁x + a₂x² + a₃x³ + ...

对于有记忆的系统，输出 y(t)  不仅取决于 x(t) ，还依赖于 x(t-τ)  等过去值。Volterra 将
泰勒级数中的“幂”替换为多重卷积积分，得到：

连续时间形式：

离散时间形式：

其中 hₖ  称为第 k 阶 Volterra 核（或核函数），它表征了系统的 k 阶非线性记忆特性。

h₀  是直流偏置。

已思考（用时 31 秒）

text

y(t) = h₀
     + ∫ h₁(τ) x(t - τ) dτ
     + ∬ h₂(τ₁, τ₂) x(t - τ₁) x(t - τ₂) dτ₁ dτ₂
     + ∭ h₃(τ₁, τ₂, τ₃) x(t - τ₁) x(t - τ₂) x(t - τ₃) dτ₁ dτ₂ dτ₃
     + ...

text

y[n] = h₀
     + Σ h₁[m] x[n - m]
     + ΣΣ h₂[m₁, m₂] x[n - m₁] x[n - m₂]
     + ΣΣΣ h₃[m₁, m₂, m₃] x[n - m₁] x[n - m₂] x[n - m₃]
     + ...



h₁(τ)  是线性脉冲响应（线性部分）。

h₂(τ₁, τ₂)  描述二阶非线性相互作用，例如两个不同时刻输入乘积对输出的影响。

2. 核的对称性

核 hₖ(τ₁,…,τₖ)  通常不唯一，但可以不失一般性地假设它对其自变量是对称的，即任意交换
τᵢ  和 τⱼ  核的值不变。这种对称化能简化分析和辨识。

3. 频域表示

类似于线性系统的频率响应，Volterra 级数也有广义频率响应函数（GFRF），即核的多维傅里
叶变换：

对于单频输入 x(t)=A cos(2πf₀t) ，输出会出现谐波和交调，可通过 GFRF 计算各阶贡献，这
是分析非线性失真的有力工具。

4. 主要性质

因果性：若 τᵢ < 0 时核为零，则系统因果。

稳定性：核的绝对可积性可保证有界输入有界输出。

弱非线性截断：多数实际系统可用前几阶（如一阶、二阶、三阶）准确近似，高阶项迅速衰

减。

时不变性：标准形式本身假设系统为时不变。

5. 与 Wiener 级数的关系

Volterra 级数的各项在一般输入下并不正交，导致辨识困难。Wiener 级数针对高斯白噪声输
入，通过构造正交泛函，将 Volterra 核重组为一组正交的 Wiener 核，极大方便了实验测量和
自适应辨识。两者是同一类模型的不同正交基表示。

text

Hₖ(f₁, ..., fₖ) = ∫…∫ hₖ(τ₁,…,τₖ) e^{-j2π(f₁τ₁+...+fₖτₖ)} dτ₁…dτₖ



6. 应用领域

Volterra 级数广泛应用于需要同时处理非线性和记忆效应的领域：

射频功率放大器预失真：三阶或五阶 Volterra 模型补偿带内失真。

非线性信道均衡：光纤通信、卫星通信中的非线性串扰。

生物系统建模：视网膜神经元响应、血流动力学。

结构动力学：非线性振动、损伤检测。

音频与扬声器：谐波失真建模与修正。

7. 主要挑战

维数灾难：第 k 阶核的参数数量随阶数和记忆长度呈指数增长，高阶核的存储与计算极昂
贵。

辨识复杂度：需要设计特定的多音或宽带激励信号，求解大量系数。

收敛性：只在一定输入幅度内保证收敛，强非线性可能发散。

物理解释性：高阶核物理意义不如低阶直观。

因此，工程中常采用稀疏化、基展开（如用Laguerre、Kautz基）或机器学习方法来降阶和提
升效率。

8. 历史简述

意大利数学家 Vito Volterra 在 1887 年左右提出了作为泛函解析展开的 Volterra 级数。20 世
纪 40 年代，Norbert Wiener 将其引入非线性系统分析，并发展了 Wiener 级数。此后它成为
非线性系统辨识与控制的理论基石之一。

Volterra 级数提供了一种系统化、逐阶刻画非线性记忆效应的数学框架。虽然参数规模巨大是
其主要瓶颈，但在弱非线性或可稀疏化场景中，它依然是最严谨、信息最完整的黑箱建模工具之

一。


